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Esto dice que tanto el trabajador w como la empresa f se prefieren mutuamen-

te a lo que le asocia la asignación μ y el emparejamiento entre ellos se puede lle-

var a cabo con el mutuo acuerdo de las partes.

Definición 2 Una asignación μ es estable si es individualmente racional y no está

bloqueada por ningún par de trabajador-empresa (w,f).

Denotaremos por S(P) al conjunto de asignaciones estables. Gale y Shapley

(1962) mostraron que S(P) es no vacío en el modelo uno-a-uno y también en una

clase de modelos uno-a-muchos. 

Teorema 1 (Gale y Shapley, 1962) En el modelo de admisión a los colegios7 y en

el modelo de uno-a-uno siempre existen asignaciones estables.

El siguiente ejemplo, de modelo uno-a-muchos, muestra que S(P) puede ser

vacío.

Ejemplo 2 (S(P)=∅, de Martínez, Massó, Neme y Oviedo, 2001) Sea F={f1, f2}

y W={w1, w2, w3, w4} las empresas y trabajadores, respectivamente y el perfil de

preferencias P definido por 

Pf1: {w3,w4},{w2,w4},{w1,w2},{w1,w3},{w2,w3},{w1,w4},{w1},{w2},{w3},{w4}

Pf2: {w3},{w4}

Pw1: F1

Pw2: f1

Pw3: f1, f2

Pw4: f2, f1.

Por ejemplo la asignación μ(f1)={w2,w4}, μ(f2)={w3}, está bloqueada por

(w3,f1), ya que f1Pw3f2=μ(w3) y w3 ∈ Ch({w2,w4} {w3},Pf1)={w3,w4}. Simi-

larmente se puede demostrar que cualquier asignación individualmente racional

tiene un par, trabajador-empresa, que la bloquea.

Una asignación μ esta bloqueada por una coalición W′ F′ si existe una asig-

nación μ′ tal que ∅ ≠ W′ F′ W F y para cada (w,f) ∈ W′ × F′, se cumple

Modelos de Asignación en Mercados Bilaterales
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que: μ′ (w) ∈ F′ y μ′ (f) ∈ W′ (factibilidad), μ′ (w) Rw μ(w), μ′ (f)Rf μ(f) y exis-

te a ∈ W′ F′ tal que μ′ (a) P(a) μ(a). Esto dice que todos los miembros de la

coalición, reasignándose entre ellos, mejoran débilmente y al menos uno mejo-

ra estrictamente.

Definición 3 El núcleo (core) es el conjunto de asignaciones que no están blo-

queadas por ninguna coalición W′×F′.

C(P) denota el conjunto de asignaciones que están en el núcleo y es un sub-

conjunto de S(P), ya que si una asignación no está bloqueada por ninguna coali-

ción no estará bloqueada por un par empresa-trabajador ni por ningún agente. 

Observación 1 De las Definiciones 2 y 3 se sigue que C(P) S(P).

3.1 Preferencias 

Debido que puede ocurrir que no existan asignaciones estables en el modelo uno-

a-muchos, ver Ejemplo 2, se restringen las preferencias de las empresas dando con-

diciones suficientes para que el conjunto de asignaciones estables sea no vacío. 

Denotamos con qa la cuota de un agente a ∈ F W. En el caso de una empre-

sa f es el máximo número de vacantes que tiene para ofrecer a los trabajadores,

este cupo puede ser dado por limitaciones tecnológicas, legales, presupuestarias,

etc. Así, cualquier conjunto de trabajadores que supere la cuota qf, no es acepta-

ble para la empresa. En el caso que para cada agente a ∈ F W, qa=1, es el mode-

lo uno-a-uno o modelo de matrimonio, resultando éste un caso particular del mode-

lo uno-a-muchos y éste del modelo muchos-a-muchos.

Definiremos preferencias q-separables, q-responsivas y sustituibles. Una empre-

sa tiene preferencias Pf, q-separables cuando prefiere agregar, a cualquier conjun-

to de trabajadores, uno aceptable; mientras que obtiene un conjunto peor (menos

preferido) cuando agrega un trabajador no aceptable. Formalmente

Definición 4 Pf es qf-separable si para todo S W con |S|<qf y para todo w ∈ W,

S {w}Pf S, cuando {w}Pf ∅.

Una preferencia q-separable es q-responsiva (q-responsive), si responde a su

orden individual, en el sentido que dos conjuntos que difieran en un trabajador, pre-

fiere al (conjunto) que contiene al mejor (trabajador) de ellos. Formalmente

Progresos en Teoría de los Juegos y sus Aplicaciones

aaep_11:aaep_11  21/9/11  11:09  Página 68



69

Definición 5 Pf es qf -responsiva si es qf-separable y (a) para todo S W con

|S|<qf, y w1,w2 ∉ S, S {w1}Pf S {w2} cuando {w1}Pf {w2}, (b) ∅ Pf S para

todo S tal que |S|>qf.

Los colegios en el modelo de admisión a los colegios (Gale y Shapley (1962))

y los hospitales en NRMP tienen preferencias q-responsivas.

Por último, definimos preferencia sustituible para una empresa f que dice que

los trabajadores no son complementarios, es decir, si un trabajador está en el con-

junto de elección de un conjunto seguirá estando en el conjunto de elección de cual-

quier subconjunto. Formalmente

Definición 6 Pf es sustituible si para todo S W que contiene a w y w′ (w≠w′), si

w ∈ Ch(S,Pf) entonces w ∈ Ch(S \{w′},Pf).

El siguiente ejemplo muestra una preferencia no sustituible.

Ejemplo 3 (Preferencia no sustituible) Pf={w1,w2},{w2},{w3},{w1}. Tenemos que

w1 ∈ Ch({w1,w2,w3},Pf)={w1,w2}, pero w1 ∉ Ch({w1,w3},Pf)={w3}. Note que

el trabajador w1 es complementario de w2, ya que si éste no está disponible para

la empresa, ésta no quiere seguir contratando a w1.

3.2 Relaciones entre Preferencias 

En esta sección daremos relaciones entre las preferencias definidas anteriormente.

Observación 2 De la definición tenemos que si Pf es q-responsiva entonces es q-

separable.

El ejemplo siguiente muestra una preferencia q-separable pero no q-responsiva.

Ejemplo 4 (q-separable no implica q-responsiva): Sea 

Pf:{w2,w3},{w1,w2},{w1,w3},{w1},{w2},{w3}.

Pf, es 2-separable pero no 2-responsiva ya que {w2}Pf {w3} pero {w1,w3}Pf {w1,w2}

Modelos de Asignación en Mercados Bilaterales
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Proposición 2 (Roth y Sotomayor, 1990) Si Pf es q-responsiva entonces es sus-

tituible.

El siguiente ejemplo muestra que q-separable no implica sustituible.

Ejemplo 5 (q-separable no implica sustituible) Sea

Pf:{w1,w2},{w3,w4},{w1,w3},{w2,w3},{w2,w4},{w1},{w2},{w3},{w4}.

Pf, es 2-separable pero no es sustituible porque 

w1 ∈ Ch({w1,w2} {w3,w4},Pf)={w1,w2}

y

w1 ∉ Ch({w1,w3,w4},Pf)={w3,w4}.

4. Resultados 

4.1 Existencia de Asignaciones Estables

El modelo de uno-a-muchos con preferencias q-responsivas se le puede asociar

un modelo uno-a-uno para estudiar las asignaciones estables. Para esto, cada posi-

ción de las qf que tiene la empresa f, se la considera como una subempresa con

cuota uno. La preferencia de cada subempresa coincide con el orden individual de

la empresa f. Cada trabajador ordena las subempresas manteniendo el orden de las

empresas. El siguiente ejemplo muestra esta descomposición. 

Teorema 3 (Roth, 1985) Una asignación es estable en el modelo uno-a-muchos

con preferencias q-responsivas si y sólo si las correspondientes asignaciones del

modelo uno-a-uno son estables.

El ejemplo siguiente muestra la construcción anterior.

Ejemplo 6 Sean F={f1,f2} y W={w1,w2,w3} las empresas y trabajadores, respec-

tivamente con cuotas qf1=2 y qf2=1. El perfil de preferencias P está definido por: 
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Pf1: {w1,w2},{w1,w3},{w2,w3},{w1},{w2},{w3},

Pf2: {w1},{w3}

Pw1: f1, f2

Pw2: f2, f1 y

Pw3: f1, f2.

La única asignación estable es 

Como qf1=2, f1 se divide en dos subempresas, f11 y f12 y tenemos el modelo

asociado uno-a-uno ({f11,f12,f2}{w1,w2,w3},P′) donde P′ viene dado por 

P′f11=P′f12: {w1},{w2},{w3},

P′f2: {w1},{w3}

P′w1: f11,f12,f2

P′w2: f2,f11,f12 y

P′w3: f11,f12,f2.

La única asignación estable es 

Así tenemos que la asignación estable μ′ del modelo asociado uno-a-uno es

equivalente a la asignación estable μ del modelo uno-a-muchos.

El Teorema de Gale y Shapley no se puede extender al modelo uno-a-muchos

con preferencias q-separable (Ver Ejemplo 2) pero es verdadero cuando las prefe-

rencias son sustituibles.

Teorema 4 (Kelso y Crawford, 1982) Sea (F,W,P) un modelo uno-a-muchos con

P sustituible. Entonces S(P) ≠ ∅. 

También demostraron que el núcleo es equivalente al conjunto de asignacio-

nes estables.

f1 f2

μ: {w1,w2} {w3}.

f11 f12 f2

μ′: {w1} {w2} {w3}.

Modelos de Asignación en Mercados Bilaterales
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Teorema 4 (Kelso y Crawford, 1982) Si P es sustituible entonces C(P)=S(P).

Ambos teoremas de existencia se pueden demostrar usando el Algoritmo de

Aceptación Diferida. 

Algoritmo de Aceptación Diferida 

Describiremos el algoritmo cuando las empresas hacen las ofertas y los trabajado-

res eligen.8 Sea (F,W,P) un modelo uno-a-muchos con preferencias sustituibles. 

Etapa 1. (a) Cada empresa hace oferta al conjunto de trabajadores más preferido. 

(b) Cada trabajador que ha recibido alguna oferta, acepta la mejor de las

empresas aceptables y rechaza las otras ofertas. 

Etapa k. (a) Cada empresa hace una oferta al conjunto de trabajadores más pre-

ferido que no contenga ninguno que lo haya rechazado en alguna etapa

anterior.

(b) Cada trabajador acepta la mejor de las empresas aceptables y recha-

za las otras.

El algoritmo termina en una etapa donde no hay ningún rechazo por

parte de algún trabajador. 

En cada etapa los trabajadores aceptan a lo más una empresa y el algoritmo

construye una asignación individualmente racional, pues cada empresa hace ofer-

ta en cada etapa a un conjunto de trabajadores que no lo han rechazado y cada tra-

bajador elige a una empresa aceptable. 

Cuando se detiene el algoritmo se puede mostrar que la asignación resultante

es estable.

Ejemplo 7 (Algoritmo de Aceptación Diferida) Las empresas hacen las ofertas y

los trabajadores eligen. F={f1,f2,f3} y W={w1,w2,w3,w4}.

Pf1: {w1,w2},{w2,w3},{w1,w3},{w2},{w3},{w1},

Pf2: {w1,w2},{w2,w4},{w1},{w2},{w4},

Progresos en Teoría de los Juegos y sus Aplicaciones
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Pf3 : {w1,w3},{w2,w3},{w1,w4},{w1}},{w2},{w3},{w4},

Pw1 : f3,f2,f1,

Pw2 : f2,f1,f3,

Pw3 : f1,f3, y

Pw4 : f3,f2.

En la Etapa 1 (a), f1 y f2 hacen ofertas a {w1,w2} mientras que f3 a {w1,w3}.

Así tenemos que w1 recibe ofertas de f1, f2 y f3, w2 recibe ofertas de f1 y f2 y w3

sólo recibe la oferta de f3. En la Etapa 1 (b) el trabajador w1 elige f3, porque f3

Pw1f2 Pw1f, w2, elige f2 porque f2 Pw2 f1, y w3 elige f3 porque es aceptable.

En la Etapa 2 (a), f1 hace oferta {w3} porque es el primer conjunto que no

contiene a w1 o w2 (trabajadores que lo rechazaron en etapa 1) y f2 ofrece a {w2,w4}

conjunto que no contiene a w1. f3 no hace ofertas porque no fue rechazada ningu-

na oferta de la etapa anterior. En Etapa 2 (b) sólo w3 tiene 2 ofertas f1 y f3, se que-

da con f1, mientras que w1, w2 y w4 aceptan la oferta que recibieron porque son

empresas aceptables para ellos.

En la Etapa 4 no hay más rechazos, el algoritmo se detiene y μF denota la

asignación construida por el Algoritmo de Aceptación Diferida cuando las empre-

sas hacen las ofertas. Análogamente, si se aplica este algoritmo cuando las ofer-

tas las hacen los trabajadores y las empresas eligen, se obtiene la asignación que

se denota con μW, y ambas asignaciones son estables. En general tenemos que

μF ≠μW, por lo tanto |S(P)|≥1. Se puede demostrar que NRMP es distinto9 al

Algoritmo de Aceptación Diferida pero construye la asignación μF. 

f1 f2 f3

Etapa 1 (a) {w1,w2} {w1,w2} {w1,w3}
Etapa 1 (b) ∅ {w2} {w1,w3}
Etapa 2 (a) {w3} {w2,w4} {w1,w3}
Etapa 2 (b) {w3} {w2,w4} {w1}
Etapa 3 (a) {w3} {w2,w4} {w1,w4}
Etapa 3 (b) {w3} {w2} {w1,w4}
Etapa 4 (a) {w3} {w2} {w1,w4}
Etapa 4 (b), μF: {w3} {w2} {w1,w4}

Modelos de Asignación en Mercados Bilaterales
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4.2. Optimalidad y Competencia. Mejor-Peor Asignación Estable

Gale y Shapley (1962) además de demostrar la existencia de una asignación esta-

ble también probaron que en el modelo de Admisión a los Colegios la asignación

(construida por el Algoritmo de Acepción Diferida) μF (μW) es óptima para las

empresas (trabajadores). Posteriormente Roth (1984) extendió este resultado al

modelo uno-a-muchos donde las empresas tienen preferencias sustituibles y demos-

tró que μF (μW) es la menos preferida de todas las asignaciones estables por los

trabajadores (empresas). A cada una de las asignaciones μF y μW se las denomina

asignaciones estables óptimas para las empresas y trabajadores, respectivamente.

Si bien todas las empresas (trabajadores) compiten entre ellas por los trabajadores

(las empresas), este resultado muestra la coincidencia de interés entre las empre-

sas (los trabajadores) ya que todas coinciden que μF (μW) es la mejor de las asig-

naciones estables para ellas (ellos). También demuestra que la polarización de

intereses es con los agentes del otro lado del mercado. El modelo de asignación

es una clase de mercados bilaterales que tienen esta propiedad de coincidencia,

polaridad y optimalidad. Formalmente:

Teorema 5 (Gale y Shapley, 1962 y Roth 1984) Sea (F,W,P) un modelo uno-a-

muchos, P sustituible. Entonces para todo μ ∈ S(P):

μW(w)Rw μ(w)Rw μF(w)    ∀ w ∈ W

μF(f)Rf μ(f)Rf μW(f)    ∀ f ∈ F 

Se pueden comparar las asignaciones estables óptimas con asignaciones indi-

vidualmente racionales y no estables, se demuestra que las asignaciones estables

óptimas son débilmente Pareto óptima entre las asignaciones individualmente racio-

nales. Formalmente

Teorema 6 (Roth, 1982) Sea (F,W,P) un modelo uno-a-uno. Entonces no existe

una asignación individualmente racional μ tal que:

μ(w)Pw μW(w) para todo w ∈ W.

Se tiene el resultado análogo para la asignación óptima de las empresas μF.

Este resultado dice que la asignación μW, es débilmente Pareto óptima para los

trabajadores en el conjunto de asignaciones individualmente racionales.

Progresos en Teoría de los Juegos y sus Aplicaciones
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Roth (1985b) pudo generalizar parcialmente este resultado al modelo uno-a-

muchos con preferencias q-separables y demostró que el resultado es verdadero

para los trabajadores mientras que es falso para las instituciones. 

Teorema 7 (Roth, 1985b) Sea (F,W,P), un modelo de admisión a los colegios, es

decir un modelo uno-a-muchos con preferencias q-responsivas. Entonces no exis-

te una asignación individualmente racional μ tal que para todo w ∈ W.

μ(w)PwμW(w)

El ejemplo siguiente muestra que el análogo para las empresas es falso.

Ejemplo 8 (Roth, 1985b) Sean F={f1,f2,f3} y W={w1,w2,w3,w4} los conjuntos

de agentes y P, definida por 

Pf1 : {w1,w2},{w1,w3},{w2,w3},{w1,w4},{w2,w4},{w3,w4},{w1},{w2},{w3},{w4}, 

Pf2 : {w1},{w2},{w3},{w4},

Pf3 : {w3},{w1},{w2},{w4},

Pw1 : f3,f1,f2,

Pw2 : f2,f1,f3,

Pw3 : f1,f3,f2, y

Pw4 : f1,f2,f3.

Se puede verificar que P es (2,1,1)-responsiva. 

Note que las tres empresas prefieren los conjuntos de trabajadores que asigna

μ que la de μF.

El siguiente ejemplo muestra que el teorema anterior de Roth para los estu-

diantes no se puede generalizar al modelo uno-a-muchos con preferencias susti-

tuibles.

Ejemplo 9 (Martínez, Massó, Neme y Oviedo, 2004b). Sean F={f1,f2,f3} y

W={w1,w2,w3,w4} los conjuntos de agentes y P, definida por 

f1 f2 f3

μF: {w3,w4} {w2} {w1}
μ: {w2,w4} {w1} {w3}

Modelos de Asignación en Mercados Bilaterales
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Pf1 : {w1,w2},{w2},{w1},{w4}, 

Pf2 : {w3},{w2,w4},{w1,w2},{w4},{w1},{w2}

Pf3 : {w4},{w1},{w3},

Pw1 : f2,f3,f1,

Pw2 : f2,f1,

Pw3 : f3,f2, y

Pw4 : f2,f1,f3.

Se puede verificar que P es sustituible. 

Note que los cuatro trabajadores prefieren la asignación de μ a la de μW.

El siguiente teorema muestra que el resultado es válido para los trabajadores

en el modelo uno-a-muchos con preferencias sustituibles y q-separables.

Teorema 8 (Martínez, Massó, Neme y Oviedo, 2004b) Si P es sustituible y q-

separable. Entonces no existe una asignación individualmente racional μ tal que,

para todo w ∈ W

μ(w)Pw μW(w).

4.3. Single o Problema de Hospitales Rurales

El primer Teorema enunciado en esta sección dice que si un trabajador esta des-

ocupado en una asignación estable siempre lo estará en cualquier asignación esta-

ble. La versión para el modelo uno-a-uno fue demostrada por McVitie y Wilson

(1970). La segunda parte del teorema fue demostrada por Roth (1986) y dice

que una empresa con preferencias q-responsivas, en un modelo uno-a-muchos,

si no llena la cuota en una asignación estable entonces siempre le corresponde-

rá el mismo conjunto de trabajadores en cualquier asignación estable. Los hos-

pitales rurales a menudo no llenan la cuota, de acuerdo al resultado menciona-

do siempre obtendrán el mismo conjunto de trabajadores en cualquier asignación

estable.

f1 f2 f3

μW: {w1,w2} {w3} {w4}
μ: {w4} {w1,w2} {w3}
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Teorema 9 (McVitie y Wilson, 1970 y Roth, 1986) Sea (F,W,P) un modelo uno-

a-muchos con P q-separable. Entonces

1. Si μF(w)=∅, entonces para todo μ ∈ S(P), μ(w)=∅.

2. Si existe una asignación estable μ′ tal que |μ′(f)|<q, entonces para todo μ ∈
S(P), μ(f)=μ′(f).10

El siguiente ejemplo, de Martínez, Massó, Neme y Oviedo (2000), muestra

que el teorema es falso en el modelo uno-a-muchos con P sustituible.

Ejemplo 10 Sean F={f1,f2} y W={w1,w2,w3,w4} los conjuntos de agentes y P,

definida por 

P(f1): {w1,w2},{w1,w3},{w2,w4},{w3,w4},{w1},{w2},{w3},{w4}

P(f2): {w3},{w1,w2},{w1},{w2}{w4},

P(w1): f2,f1,

P(w2): f2,f1,

P(w3): f1,f2, y

P(w4): f1,f2.

Se puede verificar que P es sustituible. Las asignaciones estables óptimas son: 

Tenemos que μF(w4)=∅, mientras que μW(w4)=f1.

El teorema anterior es válido para el modelo uno-a-muchos con preferencias

sustituibles y q-separables.

Teorema 10 (Martínez, Massó, Neme y Oviedo, 2000) Sea (F,W,P) un modelo uno-

a-muchos con P sustituible y q-separable. 

1. Si μF(w)=∅, entonces para todo μ ∈ S(P), μ(w)=∅.

2. Si existe una asignación estable μ′ tal que |μ′(f)|<q, entonces para todo μ ∈
S(P), μ(f)=μ′(f).

f1 f2 ∅

μF: {w1,w2} {w3} {w4}
μW: {w3,w4} {w1,w2}

Modelos de Asignación en Mercados Bilaterales
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4.4. Algoritmos para Construir (todo) S(P)

Los siguientes teoremas dicen que existen algoritmos para construir todas las

asignaciones estables. Irving y Leather, (1986), usando ciclos de unas preferen-

cias reducidas, mejoraron el algoritmo dado por McVitie y Wilson (1971).

Teorema 11 (McVitie y Wilson, 1971 e Irving y Leather, 1986) Sea (F,W,P) el

modelo de Admisión a los Colegios y μ ∈ S(P), existe un algoritmo para cons-

truir μ.

El siguiente teorema es una generalización del resultado anterior.

Teorema 12 (Martínez, Massó Neme y Oviedo, 2004a) Sea (F,W,P) un modelo

muchos-a-muchos, si P es sustituible existe un algoritmo para construir cualquier

μ ∈ S(P).

4.5. Incentivos o Propiedades Estratégicas

Como fue notado en el problema de los médicos residentes en Estados Unidos,

algunos de los médicos podían beneficiarse si declaraban una preferencia que no

era la verdadera. Por lo tanto, los agentes pueden comportarse estratégicamente,

ya que la asignación que cada uno de ellos logre dependerá de la preferencia que

declararon. Por esto, cada agente quiere declarar una preferencia que maximice la

asignación que le da el mecanismo estable. Introducimos las siguientes notacio-

nes para enunciar los resultados de la sección:

• S es el conjunto de preferencias de cada empresa sobre 2W.

• T es el conjunto de preferencias de los trabajadores sobre F {∅}. 

• P=Sn×Tm es el conjunto de perfiles de preferencias, donde n=|F| y m=|W|.

• es el conjunto de asignaciones.

• h: Sn×Tm→ es un mecanismo que asigna a cada P ∈ Sn×Tm una asignación

y h(P)(w) es la empresa asignada a w por el mecanismo según el perfil de pre-

ferencia que declararon los agentes, mientras que h(P)(f) es el conjunto de tra-

bajadores que le asocia a f.

Para cada subconjunto T W F, denotamos por PT al subperfil de preferen-

cia de los agentes de T y P-T ′ al subperfil de preferencia de los que no están en T. 
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Decimos que un mecanismo es a prueba de estrategia si no existe ningún agen-

te que pueda beneficiarse si no declara su verdadera preferencia. Formalmente

Definición 7 Un mecanismo h:Sn×Tm→ es a prueba de estrategia o no manipu-

lable, si para todo perfil de preferencia P ∈ Sn×Tm, todo agente a ∈ W F, y todo

P′a ∈

h(P)(a) Ra h(P′a,P-{a})(a).

Decimos que hW: Sn×Tm→ es el mecanismo estable óptimo para los trabaja-

dores si para todo P ∈ , hW(P)=μW(P). En forma análoga hF es el mecanismo

estable óptimo para las empresas.

El resultado siguiente, que se conoce como teorema de imposibilidad, dice

que los agentes pueden manipular las preferencias para obtener un mejor resulta-

do cuando se aplica un mecanismo estable. 

Teorema 13 (Roth, 1982) No existe un mecanismo estable que sea a prueba de

estrategia para cada agente en el modelo uno-a-uno.

Este resultado se puede mostrar con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 11 (Roth, 1982) Sean F={f1,f2} y W={w1,w2} los conjuntos de agentes

y P, definida por 

Pf1 : w1,w2,

Pf2 : w2,w1,

Pw1 : f2,f1 y,

Pw2 : f1,f2.

Se puede verificar que hay dos asignaciones estables:

por lo tanto, para cualquier mecanismo estable h, tenemos que h(P)=μF o μW. Supon-

gamos que h(P)=μF, (un argumento simétrico se usa si h(P)=μW). Si w1 declara

f1 f2

μF: w1 w2
μW: w2 w1
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que f1, es inaceptable, es decir, declara P′w1 : f2, y si los otros agentes no cambian

su declaración P tenemos el perfil de preferencias P′=(Pf1,Pf2,P′w1,Pw2) que tiene

una única asignación estable que coincide con μW. Por lo tanto, cualquier meca-

nismo estable debe cumplir que h(P′)=μW. De esta forma w1 se beneficia si cam-

bia su preferencia ya que 

f2=h(P′)(w1)Pw1h(P)(w1)=f1.

En este ejemplo se nota que el trabajador w1 manipula el mecanismo estable

óptimo de las empresas. Ahora analizaremos si algún trabajador (empresa) puede

manipular el mecanismo estable óptimo de los trabajadores (las empresas).

Teorema 14 (Dubins y Freedman, 1981, Roth, 1982) Sea (F,W,P) un modelo uno-

a-muchos con preferencias q-responsivas. Entonces el mecanismo estable óptimo

para los trabajadores hW, es a prueba de estrategia o no manipulable por los traba-

jadores.

El teorema anterior es válido para los dos lados del mercado en el caso del

modelo uno-a-uno, mientras que no es válido para las empresas en el modelo de

admisión a los colegios. 

Teorema 15 (Roth, 1985b) Sea (F,W,P) el modelo de admisión a los colegios. El

mecanismo estable óptimo para las empresas hF es manipulable o no es a prueba

de estrategia para las empresas. 

La demostración se basa en el ejemplo siguiente. 

Ejemplo 8 continuación (Roth, 1985b) Considere que la empresa f1, en lugar de

declarar su verdadera preferencia Pf1 : {w1,w2},{w1,w3},{w2,w3},{w1,w4},{w2,w4},

{w3,w4},{w1},{w2},{w3},{w4}, declara P′f1 : {w2,w4},{w2},{w4}. Si los otros agen-

tes declaran P así tenemos el perfil de preferencias P′=(P′f1, Pf2, Pf3, Pw1, Pw2, Pw3,

Pw4,). Luego h(P′)=μ. De esta forma f1 se beneficia si cambia su preferencia ya

que

{w2,w4}=h(P′)(f1)Pf1h(P)(f1)={w3,w4}.

El teorema anterior se puede generalizar al modelo uno-a-muchos.
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Teorema 16 (Martínez, Massó, Neme y Oviedo, 2004b) Si para cada n, S es sus-

tituible y q-separable, entonces el mecanismo estable óptimo para los trabajado-

res hW es a prueba de estrategia o no manipulable por los trabajadores. 

La hipótesis de sustituible se necesita para la existencia de la asignación esta-

ble óptima para los trabajadores. La hipótesis de q-separable no puede eliminar-

se, el siguiente ejemplo muestra que si las preferencias son sólo sustituibles el meca-

nismo óptimo de los trabajadores no es a prueba de estrategia

Ejemplo 12 (Martínez, Massó, Neme y Oviedo, 2004b, Hatfield y Milgron 2005)

Sean F={f1, f2, f3} y W={w1, w2, w3, w4} los conjuntos de agentes y P, definida

por 

Pf1 : {w1,w2},{w2},{w1},{w4}

Pf2 : {w3},{w2,w4},{w1,w2},{w4},{w1},{w2},

Pf3 : {w4},{w1},{w3},

Pw1 : f2,f3,f1,

Pw2 : f2,f1,

Pw3 : f3,f2, y

Pw4 : f2,f1,f3.

Se puede verificar que P es sustituible y la única asignación estable es:

por lo tanto, cualquier mecanismo estable h, tenemos que h W (P)=μW. Entonces si

w4 declara que f2 es inaceptable, es decir, declara P′w4 : f1,f3 y si los otros agentes

declaran P así tenemos el perfil de preferencias P′=(Pf1, Pf2, Pf3, Pw1, Pw2, Pw3,P′w4).

Luego h(P′)=μ′W, la asignación estable óptima para los trabajadores es: 

de esta forma w4 se beneficia si cambia su preferencia ya que 

f1=h(P′)(w4)Pw4h(P)(w4)=f3.

f1 f2 f3

μ′W: {w4} {w1,w2} {w3}

f1 f2 f3

μW: {w1,w2} {w3} {w4}
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5. Extensiones

Para finalizar, damos algunas extensiones y/o generalizaciones del modelo de

asignación bilateral. Estos modelos han sido menos estudiados, por lo tanto falta

conocer si los resultados del modelo de asignación bilateral siguen valiendo en

estas extensiones. Las extensiones que se consideran aquí son las que se denomi-

na sin dinero. A partir del trabajo de Hatfield y Milgrom (2005) donde se introdu-

ce modelos con contratos, se ha retomado el estudio del modelo de asignación

bilateral con dinero, introducido por Kelso y Crawford (1982). 

5.1. Mercados con Parejas

En el NRMP en Estados Unidos empezó a crecer el número de parejas que iban

al mercado de trabajo. El inconveniente que apareció, fue que éste podía asig-

nar hospitales ubicados en distintas ciudades a los miembros de una pareja

(había casos que a uno le tocaba en la costa este mientras que a su pareja en la

costa oeste). Así uno o ambos miembros de la pareja decidían no aceptar el

resultado propuesto. Roth y Peranson (1999) diseñaron una modificación del

NRMP, donde la solución consideraba la preferencia de una pareja como un par

o vector de preferencia. En el caso que no haya parejas de médicos, el algorit-

mo modificado produce el mismo resultado que el NRMP. Si bien éste no siem-

pre produce una asignación estable (cuando hay parejas de médicos), encuentra

una potencial lista de médicos que están en pareja que pueden bloquear a la

asignación. Estos médicos son reasignados usando un algoritmo de Roth y Van-

de Vate (1990). Si bien no hay una demostración formal que este mecanismo

produce una asignación estable, desde 1998 es usado por NRMP y por otros

mercados de trabajo centralizados, Roth (2008). Formalmente el modelo de

asignación bilateral con parejas fue introducido por Roth (1984) El conjunto de

trabajadores se divide en los que están en pareja y los que no. Los trabajadores

que están en pareja tienen preferencias sobre pares de empresas, por ejemplo el

par (w1,w2) prefiere (f1,f2) a (f3,f4), y los trabajadores, que no están en pareja,

tienen preferencias sobre las empresas. Por otro lado, las empresas tienen pre-

ferencias sobre los conjuntos de trabajadores. Al igual que en el modelo de asig-

nación bilateral se generalizan los conceptos de asignación estable y núcleo. El

primer problema es que este conjunto puede ser vacío. Dutta y Massó (1997)

dieron condiciones suficientes sobre las preferencias de las parejas y un algorit-

mo para encontrar asignaciones en el núcleo. Klaus y Klijn (2005) dieron con-
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diciones suficientes sobre las preferencias de las parejas para la existencia de

asignaciones estables. Echenique y Yenmez (2007) dieron un algoritmo para

encontrar asignaciones en núcleo (cuando éste es no vacío) 

5.2. Mercados Unilaterales

Gale y Shapley (1962) introdujeron el modelo de asignación unilateral al que

denominaron problema de compañero de habitación (roommate problem). En este

problema, la universidad tiene que distribuir habitaciones que son compartidos

por dos estudiantes. Cada estudiante tiene preferencia sobre los posibles compa-

ñeros, es decir sobre los otros estudiantes. Formalmente el modelo de asignación

unilateral tiene un solo conjunto de agentes. Cada agente tiene un orden de prefe-

rencia sobre los otros agentes. Una asignación no es estable si hay un par de agen-

tes, que no están asignados entre ellos pero que se prefieran mutuamente. Ellos

dieron un ejemplo donde el conjunto de asignaciones estable puede ser vacío. Irving

(1985) y Gusfield (1988) dieron algoritmos para construir asignaciones estables.

Tan (1991) dio una condición necesaria y suficiente en las preferencias de los agen-

tes para la existencia de asignaciones estables.

Un modelo de asignación bilateral uno-a-uno (F,W,P) se puede considerar como

un modelo de asignación unilateral (N,P), donde N=F W. Una excelente refe-

rencia que estudia este modelo es el libro de Gusfield e Irving (1989). 

5.3. Mercados Trilaterales

Un modelo de asignación trilateral uno-a-uno, también llamado problema de

familia, contiene tres conjuntos disjuntos de agentes, por ejemplo hombre, mujer

e hijo. Cada agente tiene preferencia sobre pares de los otros agentes. Por ejem-

plo, un hombre prefiere (w1,c1) a (w2,c2). La triupla (m,w,c) ∈ μ indica que los

agentes m, w, y c están emparejados por la asignación μ. En forma análoga al mode-

lo bilateral, (m,w,c) bloquea a la asignación μ, si m prefiere (w,c) a μ(m), w pre-

fiere (m,c) a μ(w), c prefiere (m,w) a μ(c). Alkan (1988) además de introducir este

modelo dio un ejemplo donde el conjunto de asignaciones estables es no vacío.

Danilov (2003) dio una condición suficiente sobre las preferencias de los agentes

para la existencia de asignaciones estables.
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Universidad Nacional del Sur 

1. Introducción

La Teoría de Juegos, desde su inicio, incorporó en el análisis de los resultados el

papel crucial del conocimiento y las creencias de los agentes. De hecho, este tema

fue central en las discusiones iniciales entre John von Neumann y Oskar Mor-

genstern. Este último, en su análisis de los ciclos económicos de 1928, usó la

lucha de ingenios entre Sherlock Holmes y el Profesor Moriarty como metáfora

de la forma en que las creencias dan lugar a resultados económicos. En la histo-

ria “La muerte de Holmes”, Conan Doyle relataba cómo, en su carrera hacia el final

de ambos en las cataratas de Reichenbach, Holmes y Moriarty iban elaborando con-

jeturas sobre conjeturas acerca del comportamiento del otro y, fundamentalmen-

te, acerca de lo que el otro podía pensar acerca de lo que él pensaba.

Lamentablemente, y aunque von Neumann reconocía la importancia de este

análisis, el énfasis en juegos de suma cero los llevó a reducir la determinación de

la solución de juegos a una simple computación. La introducción, en 1950, de la

noción de equilibrio de Nash abrió la puerta para consideraciones acerca de lo que

los jugadores pueden pensar a la hora de tomar una decisión. Sin embargo esto en

general quedó sólo como una componente de la interpretación de los equilibrios,

es decir de la historia que se elaboraba para justificarlos, y no de la noción misma

de equilibrio.

Robert Aumann fue fundamental para la incorporación del conocimiento de

los agentes como componente del resultado. En su trabajo de 1976 proveyó un

modelo de conocimiento común de naturaleza semántica, que permitió caracteri-

zar la forma en que se puede llegar a acuerdos entre las partes aun cuando existen

desacuerdos en cuanto a cómo ven la situación. Esto fue aplicado a la interpreta-

ción de qué condiciones llevan a transacciones (trade) en mercados especulativos
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(Milgrom-Stokey 1982). Pero la consecuencia tal vez más importante del trabajo

de Aumann fue proveer un esquema lógico en el que las consideraciones episté-

micas se pueden incorporar a las soluciones de juegos. 

Mertens y Zamir (1985) formalizaron el argumento que Harsanyi (1967) plan-

teó para reducir información incompleta a imperfecta. La noción de tipo, básica en

el razonamiento bayesiano en juegos, se identificó con una estructura jerárquica de

creencias. Esta idea, desarrollada posteriormente por Brandenburger y Dekel (1993)

entre otros, condujo a la forma canónica de caracterización epistémica de juegos.

Es imposible en este breve espacio hacer un recuento exhaustivo de la litera-

tura que se generó a partir de estos últimos desarrollos. Vamos a restringirnos a

presentar el análisis para juegos bipersonales en forma estratégica y fundamental-

mente concentrado en describir las condiciones epistémicas para distintas nocio-

nes de solución. Veremos cómo la teoría epistémica de juegos puede, en determi-

nadas circunstancias, dar cuenta de resultados experimentales que para algunos

autores invalidan la relevancia de la teoría de juegos.

En la sección 2 haremos un rápido repaso de las nociones tradicionales de

solución en juegos en forma estratégica de dos personas. En la sección 3 introdu-

ciremos algunos conceptos que permiten describir la situación de conocimiento y

las creencias de los jugadores. En la sección 4 veremos las condiciones sobre el

conocimiento y las creencias de los agentes que sustentan las soluciones tradicio-

nales. En la sección 5 extendemos esto a una nueva noción de solución, (m+1) –

IA. Finalmente, en la última sección discutimos brevemente tópicos que queda-

ron fuera del artículo.

2. Conceptos de solución tradicionales

Consideremos un juego estratégico simple como la Batalla de los Sexos. En él,

dos jugadores Eº y Eª (“esposo” y “esposa”) eligen por separado un espectáculo

para asistir juntos, Box o Ballet, sin una negociación previa. Si Eº elige filas y Eª

columnas, la diagonal principal de la siguiente matriz representa la elección del

mismo espectáculo, mientras que la diagonal menor la no coordinación en las

decisiones:

Eº / Eª Box Ballet
Box 2,1 0
Ballet 0 1,2
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Dado cualquiera de los dos jugadores, i su mejor respuesta viene dada por un

operador que dada una acción del otro, –i, arroja la mejor decisión para i. En

este caso:

para i = Eº, Eª

Un par de acciones 〈si, s–i〉 para i y –i es un equilibrio de Nash si 

y . En el caso de la Batalla de los Sexos, hay dos equilibrios de Nash,

〈Box, Box〉 y 〈Ballet, Ballet〉.
En vez de considerar acciones tales como ir al Box o a Ballet, pueden contem-

plarse distribuciones de probabilidad sobre las mismas. Estas estrategias mixtas

se convierten en objetos de elección en sí mismos. Si Si es el conjunto de accio-

nes del jugador i, ΔSi es el espacio de distribuciones de probabilidad sobre las

mismas. Los agentes racionales eligen distribuciones que maximicen sus pagos

esperados. Esto permite extender trivialmente la noción de operador de mejor res-

puesta de a .

Un equilibrio de Nash en estrategias mixtas es entonces un par de estrategias mix-

tas 〈σi, σ–i〉 tal que y . En el caso de la Batalla de los

Sexos, hay tres equilibrios de Nash en estrategias mixtas: 〈1,1〉, 〈0,0〉 y 〈(2/3),(1/3)〉
donde 〈p,1 – p〉 denota la distribución que da a Box y Ballet probabilidades p y 1-p,

respectivamente. Notemos que los dos primeros equilibrios son equivalentes a 〈Box,

Box〉 y 〈Ballet, Ballet〉, los equilibrios de Nash en estrategias puras.

Una estrategia si se dice racionalizable si existen subconjuntos de acciones Zi

Si y Z–i S–i tales que (Osborne y Rubinstein, 1994):

• si ∈ Zi,

• para k = i,–i, cada sk ∈ Zk es tal que donde μ–k es una distribu-

ción de probabilidad con soporte Z–k.

Para entender el alcance del concepto de racionalizabilidad conviene introdu-

cir la noción de estrategia estrictamente dominada. Una acción si ∈ Si está estric-

tamente dominada si existe una estrategia mixta τi tal que el pago esperado para i

de 〈τi, s–i〉 es estrictamente mayor que el pago de 〈si, s–i〉 cualquiera sea s–i ∈ S–i.

Un procedimiento iterativo permite a los agentes ir descartando estrategias

estrictamente dominadas. Así, el jugador i comienza eliminando de consideración

BRi

sk k k∈ −BR ( )μ

σ σi i i∈ −BR ( )σ σ− −∈i i iBR ( )

BRi i iS S:Δ Δ− →BRi i iS S: − →

s si i i∈ −BR ( )

s si i i− −∈BR ( )

BR

BR
i

i

Box Box

Ballet Ballet

( )

( )

=

=
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sus estrategias estrictamente dominadas. –i, tomando en cuenta las estrategias

eliminadas por i, elimina las estrategias que ahora son estrictamente dominadas

para él. Después i hace lo propio tomando en cuenta las eliminaciones de la eta-

pa anterior, seguido por –i, etc. Cuando el proceso finaliza, las estrategias que sobre-

viven (al menos una para cada jugador) constituyen los conjuntos IUi y IU–i.

Un resultado fácil de ver es que Zk = IUk para k = i,–i.1 En la Batalla de los Sexos

esto significa que todas las acciones son racionalizables, dado que no hay estra-

tegias estrictamente dominadas.

3. El modelo epistémico de un juego

Para cada noción de solución que vimos (equilibrio de Nash en estrategias puras,

equilibrio de Nash en estrategias mixtas y racionalizabilidad), su “predicción” debería

estar justificada por el conocimiento y las creencias de los agentes. Para analizar esto

formalmente debemos considerar los modelos epistémicos de los juegos analizados.

Consideremos la siguiente variante simple de juego de coordinación (Bran-

denburger, 2007):

Las acciones del jugador 1 (que elige filas) forman el conjunto S1 = {A, B},

mientras que las de 2 son S2 = {I, D}. Para analizar el juego, ampliamos su des-

cripción mediante:

• un conjunto de tipos Ti para cada i,

• una función μi, que a cada tipo de i, ti, le asigna una distribución de probabili-

dades sobre S–i × T–i denotada μi (ti).

Notemos que para cada i, μi en conjunción con μ–i indica que el tipo ti se iden-

tifica con una probabilidad sobre S–i × T–i, lo que arroja probabilidades sobre S–i ×

(Si × Ti), lo que a su vez da probabilidades sobre S–i × (Si × (S–i × T–i)), etc.

½ I D
A 2,2 0
B 0 1,1

Progresos en Teoría de los Juegos y sus Aplicaciones

1 Esto es cierto para la extensión a n jugadores, si no exigimos que, para cada jugador k, las eleccio-
nes de los otros jugadores no sean independientes entre sí. Es decir, permitiendo que los jugadores –k
se correlacionen.
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Un estado del juego es (si,ti;s–i,t–i), donde ti y t–i son los tipos de ambos juga-

dores mientras que si y s–i son las acciones elegidas por ellos.

Supongamos que los posibles tipos de 1 y 2 son T1 = {tª, uª} y T2 = {tb, ub} mien-

tras que μ1 y μ2 vienen dados por:

μ1 (tª):

μ1 (uª):

μ2 (tb):

μ2 (ub):

Veamos qué ocurre en el estado (B, ta ; D, tb):

• La respuesta de 1 es “correcta”, dado que asigna a D una probabilidad ½ + ½.

Es decir, dado que 1 cree que 2 va a elegir D con certeza, lo mejor que puede

hacer es elegir B.

• La respuesta de 2 también es correcta, dado que asigna a B probabilidad 1 y

por lo tanto su mejor respuesta es D.

T1 / S1 A B
ua ½ 0
ta 0 ½

T1 / S1 A B
ua 0 ½
ta 0 ½

T2 / S2 I D
ub ½ 0
tb 0 ½

T2 / S2 I D
ub 0 ½
tb 0 ½

Consideraciones Epistémicas en Juegos: Nociones de Solución y Conocimiento
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Sin embargo notemos que:

• 1 piensa que es posible que 2 esté equivocado acerca de lo que él va a decidir:

1 asigna al tipo ub una probabilidad ½ y ub asigna una probabilidad ½ a que 1

juegue A en vez de B.

• 2 piensa que 1 puede estar equivocado acerca de su elección. Asigna una pro-

babilidad ½ al tipo ua, que a su vez asigna una probabilidad ½ a que 1 juegue

I en vez de D.

En conclusión: 1 y 2 son racionales, dado que maximizan sus pagos dadas sus

creencias. Pero por otro lado 1 piensa que es posible que 2 sea irracional dado que

asigna una probabilidad ½ a (D, ub), mientras que si fuera realmente de tipo ub, 2

obtendría mayor pago con I que con D. Del mismo modo, 2 piensa que es posible

que 1 sea irracional dado que asigna una probabilidad ½ a (B, ua), siendo que si

fuese de tipo ua, 1 obtendría mayor pago con A que con B.

Este ejemplo muestra que el modelo epistémico del juego permite hablar de

lo que los agentes saben y de lo que creen en cualquier estado. Más precisamen-

te, consideremos un estado ω, perteneciente a un conjunto de estados Ω, donde

ω = (si,ti;s–i,t–i).

Sea  el conjunto de los estados que i concibe como posibles cuando está en el

estado ω. Suponemos que esta relación de indistinguibilidad entre estados es una

equivalencia. Por lo tanto Pi determina una partición de Ω.

La acción elegida por i en el estado ω se denota si (ω) mientras que τi (ω) es

la distribución de probabilidades (“creencia”) de i acerca de las posibles acciones

de –i.

Entonces decimos que:

• Un evento E Ω es conocimiento mutuo en el estado ω si Pi (ω) E, para

i = 1,2.

• Un evento F Ω es auto-evidente si para todo ω ∈ F, Pi (ω) F para i = 1,2.

• Un evento E Ω es conocimiento común en el estado ω si hay un evento

auto-evidente F Ω tal que ω ∈ F E para i = 1,2.

En base a estos conceptos podemos ahora hablar de las condiciones suficien-

tes para las distintas nociones de solución presentadas antes y de paso discutir algu-

nas nuevas.

Progresos en Teoría de los Juegos y sus Aplicaciones
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4. Conocimiento y soluciones

Consideremos un par de acciones 〈s1(ω),s2(ω)〉 en un estado ω. Constituyen un

equilibrio de Nash si cada i es tal que (Aumann y Brandenburger, 1995):

• conoce las estrategias elegidas por el otro: ,

• su creencia es consistente con su conocimiento: el soporte τi (ω) está incluido

en ,

• es racional: .

En palabras, los estados que i no puede distinguir cuando el estado es ω deben

ser tales que en todos ellos la acción elegida por –i es la misma. Por otro lado, las

creencias de i deben dar probabilidad positiva únicamente a las acciones de –i que

constituyen los estados indistinguibles de ω. Finalmente, i tiene que elegir su mejor

acción dada su creencia. Si todas estas condiciones se cumplen, entonces las

acciones elegidas constituyen un equilibrio de Nash. Desde luego, estas condicio-

nes son suficientes, pero no necesarias. Equilibrios de Nash pueden obtenerse sin

que se den estas condiciones.

Del mismo modo, el par de distribuciones de probabilidades

constituye un equilibrio de Nash en estrategias mixtas en un estado ω si:

• cada i conoce las creencias del otro: ,

• la creencia de cada i es consistente con su conocimiento: el soporte de τi (ω)

está incluido en , 

• cada i sabe que –i es racional: para cualquier , 

Aquí el punto fundamental es el conocimiento de las creencias del otro juga-

dor porque esas creencias son las que constituyen la estrategia mixta a ser jugada.

Esto provee una interpretación de las estrategias mixtas en equilibrio, distinta a la

más directa basada en la aleatorización de acciones.2

P s si i i( ) : ( ) ( )ω ω ω ω⊆ ′ ∈ ′ ={ }− −Ω

s Pi i− ′ ′ ∈{ }( ): ( )ω ω ω
si i i( ) ( ( ))ω τ ω∈BR

s i i i− − −′ ∈ ′( ) ( ( )).ω τ ωBR′ ∈ω ωPi ( )

s Pi i− ′ ′ ∈{ }( ): ( )ω ω ω

Pî i i( ) : ( ) ( )ω ω τ ω τ ω⊆ ′ ∈ ′ ={ }− −Ω

τ ω τ ω1 2( ), ( )

Consideraciones Epistémicas en Juegos: Nociones de Solución y Conocimiento

2 Este resultado no se extiende a más de dos jugadores. Las condiciones epistémicas para un equili-
brio de Nash en estrategias mixtas cuando n > 2, incluyen que los jugadores empiecen con un mismo
prior (de modo que puedan concluir ambos en que es posible que estén en ω), que en ω la racionali-
dad de ambos sea conocimiento mutuo y, más restrictivo aún, que τi (ω) y τ–i (ω) sean conocimiento
común.
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Finalmente, para que un par de acciones 〈s1(ω),s2(ω)〉 en un estado ω consti-

tuya un equilibrio en estrategias racionalizables es suficiente que exista un even-

to auto-evidente F, tal que ω ∈ F y para todo ω′ en F y cada i:

• el soporte de τi (ω′) sea un subconjunto de ,

• .

En palabras: debe ser conocimiento común entre los agentes que las acciones

elegidas serán mejores respuestas a las creencias acerca de las acciones concebi-

bles de los otros agentes.

En este último caso, el de la racionalizabilidad, es más evidente que las con-

diciones epistémicas son una reescritura de la definición de la noción de solución.

Para los equilibrios de Nash esto resulta algo más difícil de ver, sin embargo ese

es también el caso. Tanto es así que el propio Aumann reconoce que durante años

(y esto se refleja en su entrada sobre Teoría de Juegos en el New Palgrave Dictio-

nary of Economics) concibió a las condiciones epistémicas como externas a las

soluciones de juego. Es un desarrollo reciente que se las vea como parte inheren-

te de las mismas.

5. Nuevas soluciones

Dado que el componente epistémico es inherente a las nociones de solución tra-

dicionales, cabe preguntarse si se pueden concebir soluciones a partir de consi-

deraciones acerca de lo que conocen los agentes en un juego. Esto se vuelve par-

ticularmente interesante a la luz de la evidencia arrojada por el estudio del Dilema

del Viajero (Traveler’s Dilemma) (Basu, 1994). Este problema, puesto en térmi-

nos simples, involucra a dos agentes que en forma independiente tienen que decla-

rar un número entre p > 0 y N > p. El pago de cada agente i = 1,2 cuando decla-

ra ni es:

• ni, si la declaración de –i es n–i = ni

• n–i – p, si ni > n–i

• ni – p, si ni < n–i

La presencia del premio p para el que declara la cifra menor (y castigo para el

que declara el mayor valor) lleva a que el único equilibrio de Nash sea 〈p, p〉. Más

aún, la única solución racionalizable es también 〈p, p〉. Esto va contra la experien-

si i i( ) ( ( ))′ ∈ ′ω τ ωBR

s Pi i− ′′ ′′ ∈ ′{ }( ): ( )ω ω ω
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cia que indica que en experimentos, los individuos tienden en su gran mayoría a

elegir la opción N cuando p es relativamente pequeño.

Una alternativa es definir una noción de solución que admita comporta-

mientos no racionalizables. Un primer paso consiste en considerar estrategias

débilmente dominadas. Esto es, si ∈ Si está débilmente dominada si existe una

estrategia mixta σi definida sobre Si tal que el pago esperado de la combinación

〈σi, s–i〉 es mayor o igual que el pago de 〈si, s–i〉 cualquiera sea s–i ∈ S–i, y exis-

te algún s′–i tal que el pago esperado de 〈σi, s′–i〉 es estrictamente mayor que el

pago de 〈si, s′–i〉.
Decimos que una estrategia débilmente dominada es inadmisible. Las estrate-

gias que sobreviven la eliminación iterada de estrategias inadmisibles se denomi-

nan admisibles iteradas (IA). En el caso del Dilema del Viajero, el conjunto de

estrategias racionalizables y el de aquellas que son admisibles iteradas coinciden,

dando por solución IA al juego otra vez a 〈p, p〉.
Por lo tanto, para poder capturar otros resultados en el Dilema del Viajero hacen

falta otras nociones de solución. Una alternativa consiste en recortar las posibili-

dades de iteración en la eliminación de estrategias inadmisibles. Esto nos lleva a

la noción m – IA, el conjunto de estrategias que permanece después de m rondas

de admisibilidad iterada. La noción m – IA puede arrojar, en principio, combina-

ciones de acciones que no sean racionalizables.

En el Dilema del Viajero, cuando los pagos están entre p y N los conjuntos de

declaraciones que son soluciones para distintos valores de m son:

•

•

•

Veamos unas definiciones previas a presentar las condiciones epistémicas para

m – IA (Brandenburger, 2007):

• Racionalidad: en el modelo epistémico de un juego, si y ti son racionales si si

arroja el máximo pago esperado con respecto a la distribución de probabilida-

des correspondiente a ti.

0 IA− { }: ,...,p N

( ) :N p IA− − { }p

1 IA− −{ }: ,...,p N 1
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• Suposición (“Assumption”): un evento E es una suposición si para cualquier

par de estados ω1 ∈ E y ω2 ∉ E, ω1 es infinitamente más probable que ω2.3

Entonces, para un tipo ti del jugador i, el evento “–i es racional”, que consti-

tuye un subconjunto de S–i × T–i, es una suposición si tiene probabilidad 

.

Denotamos con Supi [E] al conjunto de tipos para los que E es supuesto. La

suposición de racionalidad de –i es:

Esto permite definir la m-suposición de racionalidad inductivamente:

• ,

•

Podemos proponer una condición de racionalidad y m-suposición de raciona-

lidad, RmAR (Rationality and m-th order Assumption of Rationality). Esto es, se

consideran sólo los estados (si,ti;s–i,t–i) en que valga que el tipo tj arroja que la acción

sj maximiza el pago esperado de tj, para j = i, –i y valga que 

Finalmente, la condición de completitud indica que cada espacio de tipos Tj ,

j = i, –i, contiene todos los tipos posibles. Esto es, no puede haber ninguna posi-

ble creencia acerca del juego que no esté resumida en un tj.

Se prueba que RmAR junto con completitud implican que la solución del jue-

go va a ser (m + 1) – IA. Esto es, el resultado de m rondas de eliminación de estra-

tegias inadmisibles. Obviamente esta solución se diferencia de IA sólo si m es

menor que el número de acciones disponibles para cualquiera de los jugadores.

μi it i( ) �−[ ]=es racional 1

Sup i t T t ii i i i i−[ ]= ∈ −� : ( ) �es racional es racionμ aal[ ]={ }1 .

R i S Sup ii i i
0 −[ ]= × −[ ]� �es racional es racional

R i R S Sup Ri
m

i
m

i i i
m−[ ]= ∪ × ⎡⎣ ⎤⎦⎡−
−

−�es racional 1 1

⎣⎣ ⎤⎦.

( , ; , ) .s t s t R Ri i i i i
m

i
m

− − −∈ ×
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3 Esto se define formalmente en un sistema en el que las probabilidades se asignan “lexicográficamen-
te”. Esto es, la probabilidad es muy alta para una opción e infinitesimalmente pequeña para la que le
sigue en plausibilidad.
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En el caso del Dilema del Viajero, un m pequeño indicaría que los jugadores,

en la solución declararían un valor cercano a N, en forma consistente con la evi-

dencia de los experimentos.

6. OTROS PROBLEMAS

Un tópico importante y que no hemos mencionado hasta aquí es la distinción

entre información y conocimiento. Si bien en el discurso informal muchas veces

son utilizados en forma indistinta, son diferentes en varios sentidos. El más impor-

tante, tal vez, es que un agente con conocimiento es conciente (aware) de las

posibilidades que enfrenta y por lo tanto puede razonar acerca de las mismas. Las

conclusiones que obtiene forman parte de su cuerpo de conocimiento. Por lo tan-

to, el conocimiento es autorreferente, lo que permite iterarlo.

El awareness del conocimiento es una condición que hasta cierto punto puede

relajarse. Por ejemplo, no es necesario que un agente sepa lo que desconoce.

Todos los modelos epistémicos discutidos hasta ese punto suponen que un agente

conoce lo que no conoce. Una literatura muy importante y ligada con la de racio-

nalidad acotada deja de lado este supuesto (Modica y Rustichini 1999).

Otro problema para los modelos epistémicos se ve claramente en la caracteri-

zación de la solución (m + 1) – IA. Aun siendo la más laxa de todas las que hemos

visto, requiere la completitud de los espacios de tipos. Es decir, exige que todos

los sistemas de creencias sean posibles. Sin embargo es fácil pensar creencias que

no son posibles de codificar de modo consistente en forma de tipo (y por lo tanto

determinar una distribución de probabilidades). Por ejemplo: “A cree que B cree

que A cree que B está equivocado acerca de lo que A cree”.

Hay varias formas de escapar a este problema. Una es suponer que las creencias

sólo pueden estar representadas como probabilidades, lo que impediría una creencia

como la antedicha. Esta es la versión clásica, que permitió convertir a los juegos con

información incompleta en juegos bayesianos con información imperfecta (Böge y

Eisele, 1979, Mertens y Zamir, 1985). Se ha mostrado que utilizar otras representa-

ciones (lenguaje lógico de primer orden) puede dar lugar a regresiones infinitas sin

punto límite. Esto se resuelve apelando a una teoría de conjuntos alternativa en lo

que toda una estructura de creencias acerca de creencias se convierte en una creen-

cia en sí. Pero para evitar enunciados autocontradictorios sigue siendo necesario res-

tringir el tipo de creencias, por ejemplo impidiendo creencias negativas (Tohmé, 2005).

Un resultado de inconsistencia se obtiene también cuando se intenta extender

la condición RmAR para tratar de proveer una fundamentación epistémica de IA.

Consideraciones Epistémicas en Juegos: Nociones de Solución y Conocimiento
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Sorprendentemente, la versión de RmAR para m infinito, RCAR, es inconsisten-

te con completitud de tipos. Esto es, la racionalidad y la suposición de racionalidad

de orden infinito puede llevar a un conjunto vacío de estados (Brandenburger et al.,

2008).

Finalmente, cabe preguntarse cómo extender el análisis epistémico a juegos en

forma extensiva. Si nos restringimos a juegos con información perfecta, la discu-

sión se centra en el status epistémico de la solución de backward induction (Batti-

galli y Siniscalchi, 1999). Para evitar las inconsistencias en el análisis, las conclu-

siones acerca del conocimiento de los agentes en la versión extendida deberían

mantenerse en su forma reducida estratégica (Kohlberg-Mertens 1986). Esta con-

dición de invariancia permite concluír que backward induction arroja el mismo

resultado que (m + 1) – IA, para m suficientemente grande (Marx y Swinkels, 1997).

Obviamente hay otros tópicos que ni siquiera podemos comenzar a mencio-

nar, pero el área de teoría de juegos epistémica ha adquirido una gran vitalidad en

las últimas décadas y promete convertirse en una fundamentación de juegos de

importancia comparable a la evolutiva. Creemos además que, excepto para eco-

nomías grandes, es más relevante para el análisis del comportamiento económico.
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